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0.1 马尔可夫链

设 x1, x2, · · · , xn 为一个有序的随机变量，根据条件概率公式，x 的联
合分布律为

P (x1, x2, · · · , xn) = P (xn|xn−1, · · · , x1) · P (xn−1, · · · , x1)

= P (xn|xn−1, · · · , x1) · P (xn−1|xn−2, · · · , x1) · P (xn−2, · · · , x1)

· · · P (x3|x2, x1) · P (x2|x1) · P (x1)

=
n∏

i=2
P (xi|xi−1, · · · , x1) · P (x1)

而马尔科夫链假设，在序列中的任何一个随机变量仅与变量序列中前一
个变量有关，即

P (xn|xn−1, · · · , x1) = P (xn|xn−1)

所以，

P (x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=2
P (xi|xi−1, · · · , x1) · P (x1)

=
n∏

i=2
P (xi|xi−1) · P (x1)

此即一阶马尔科夫链的概率模型。
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同理，如当前变量与序列中前两个变量有关，即为二阶马尔科夫链。以
此类推，m 阶马尔科夫链的表达式为

P (x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=m+1
P (xi|xi−1, xi−2, · · · , xi−m) ·

m∏
j=1

P (xj)

马尔可夫概率模型中，条件概率 P (xi|xi−1)，常称为转移概率，记为
ak→l(由状态 xi = k 转变为状态 xi = l 的概率)。除转移概率外，模型中还
有一个概率地位特殊，即 P (x1)，表示有序随机变量的初始值 (或初始状态)
的概率。

0.2 隐马尔可夫链

0.2.1 基本概念

在一个满足马尔可夫模型的有序随机变量 z1, z2, · · · , zn 的基础上，引
入一个随机变量序列 x1, x2, · · · , xn，使 xi 的取值与随机变量 zi 的取值 (又
称状态) 有关，且由 zi 导致 xi 的概率用函数 e 表示，即

ek(b) = P (xi = b|zi = k)

上式表示当随机变量 zi 取状态 k 时，导致随机变量 xi 取值 b 的概率等于
ek(b)。

需要注意的是，随机变量序列 x1, x2, · · · , xn 之间相互独立，但随机变
量 z1, z2, · · · , zn 满足马尔可夫模型，即当前变量的取值与前一变量有关，也
就是存在变量间的转移概率 (ak→l)。而由 zi 导致 xi 的概率称为发射概率
(emission probability)。由于实际问题中，通常只有随机变量 x 是可观察的，
而有序随机变量 z 是隐匿的，因此该模型中的马尔可夫链是隐藏在可观察
变量之后的，因此得名隐马尔可夫链。

关于隐马尔可夫模型 (Hidden Markov Model) 的应用中，掷骰子问题
是较为容易理解的实例之一。假设现有三种骰子，分别为 4 面、6 面、8 面，
随机选择其中一个骰子开始，并掷出一个点数，然后继续下去可得一个点数
序列，如 {1, 3, 4, 2, 7, 2, 1, 6, 3, 5}。如果骰子的选择遵循某种概率条件，那么
骰子的顺序就构成了一个隐马尔可夫链，所得点数序列则为观测变量。
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图 1: HMM 模型示意图

0.2.2 HMM 模型的要素

对于一个隐马尔可夫模型，如它的所有 N 个可能的状态由集合 Q =
{q1, · · · , qN } 表示，所有 M 个可能的观测值由集合 V = {v1, · · · , vM } 表示。
假设有一个长度为 T 的隐含状态序列 I = {i1, · · · , it, · · · , iT }, it ∈ Q，(举
例说明：隐含状态集合 Q 中的某一隐含状态 qi 作为隐含状态序列中第 t 个
出现，则记为 it)，其中 it 表示在 t 时刻或位置上的隐含状态；由 I 产生
的观测序列为 O = {o1, · · · , ot, · · · , oT }, ot ∈ V，(举例说明：观测值集合 V

中的某一观测值 vi 作为观测序列中第 t 个出现，则记为 ot)。那么构成隐马
尔可夫模型的要素包括：

1. 状态转移概率矩阵 A，表示任意时刻 t 的状态 qi, (i = 1, · · · , N) 转移
为 t + 1 时刻的状态 qj , (j = 1, · · · , N) 的概率。

A =


aq1→q1 aq1→q2 · · · aq1→qN

aq2→q1 aq2→q2 · · · aq2→qN

...
...

...
aqN →q1 aqN →q2 · · · aqN →qN

 = [aqi→qj
]N×N

2. 观测概率矩阵 E，表示任意时刻 t 的状态 qi, (i = 1, · · · , N)，产生观
测值 vi (i = 1, · · · , M) 的概率 (发射概率)。

E =


eq1(v1) eq1(v2) · · · eq1(vM )
eq2(v1) eq2(v2) · · · eq2(vM )

...
...

...
eqN

(v1) eqN
(v2) · · · eqN

(vM )

 = [eqi
(vi)]N×M
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3. 初始状态概率向量 π，表示在初始时刻 t = 1 时，状态为 qi, (i =
1, · · · , N) 的概率 πi, (i = 1, · · · , N) 构成的向量。

Π = (π1, π2, · · · , πN )

因此，一个隐马尔可夫模型可由三元组 λ = (A, E, Π) 来指代。有时也
用五元组 λ = (Q, V, A, E, Π) 表示。

0.2.3 HMM 模型的三个基本问题

0.2.3.1 解码问题 (Decoding)
问题描述：给定一个模型 λ = (A, E, Π) 和一组长度为 T 的观测序列

O = (o1, o2, · · · , oT )，求导致观测序列的条件概率 P (I|O) 最大的状态序列
I = (i1, i2, · · · , iT )。

Viterbi 算法

1. 第 1 个观测值的最大概率为

δ1 = max
qi

[πi · P (o1|qi)] = max
qi

[πi · eqi
(o1)]

其中 πi 为状态 qi 作为初始状态出现的概率；eqi
(o1) 是状态 qi 作为初

始状态而导致第 1 个观测值 o1 的发射概率。所以第 1 个观测值的概率为
πi · P (o1|qi)。需要说明的是，o1 ∈ V，即观测值集合 V 中的某 1 个观测
值 (如 vi) 作为第 1 个观测值出现。所以上述表达式的意义是：寻找能够使
πi · P (o1|qi) 达到最大值的隐含状态 qi，在隐含状态序列 I 中将 (在求第 2
个观测值的概率时) 被记为 i1。

2. 第 2 个观测值的最大概率为

δ2 = max
i1,i2

[δ1 · P (i2|i1) · P (o2|i2)]

= max
i1,i2

[πi · ei1(o1) · ai1→i2 · ei2(o2)]

显然，第 2 个观测值的概率由第 1 个观测值的概率 δ1、以及第 1 个隐
含状态到第 2 个隐含状态的转移概率 ai1→i2、和第 2 个隐含状态到第 2 个
观测值的发射概率 ei2(o2) 有关。所以上式的意义是：通过取上式的最大值，
确定第 1 个隐含状态 qi，并记为 i1；而 i2 将在求第 3 个观测值的概率时
被确定。
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3. 第 3 个观测值的最大概率为

δ3 = max
i2,i3

[δ2 · P (i3|i2) · P (o3|i3)]

= max
i2,i3

[πi · ei1(o1) · ai1→i2 · ei2(o2) · ai2→i3 · ei3(o3)]

上式的意义是：通过取上式的最大值，确定第 2 个隐含状态 qi，并记
为 i2；而 i3 将在求第 4 个观测值的概率时被确定。

4. 依次递归，第 T 个观测值的概率为

δT = max[δT −1 · P (iT |iT −1) · P (oT |iT )]

= max[πi · ei1(o1) ·
T −3∏
j=1

(
aij→ij+1 · eij+1(oj+1)

)
· aiT −2→iT −1 · eiT −1(oT −1) · aiT −1→iT

· eiT
(oT )]

上式的意义是：通过取上式的最大值，确定第 T − 1 个隐含状态 qi，并
记为 iT −1。并最终在 iT −1 的基础上，确定使 δT 最大的最后一个隐含状态
iT。

通过上述递归运算，每次通过使当前观测序列的概率最大，确定上一个
最优的隐藏状态，最终可确定概率最大的一个隐含状态序列 i1, i2, · · · , iT。

在实现维特比算法时需注意许多编程语言使用浮点数计算，当概率 p 很
小时可能会导致结果下溢。避免这一问题的常用技巧是在整个计算过程中
使用对数概率。

Viterbi 算法是一种动态规划算法。它用于寻找最有可能产生观测序列
的维特比路径——隐含状态序列。由安德鲁·维特比 (Andrew Viterbi) 于
1967 年提出，用于在数字通信链路中解卷积以消除噪音。此算法被广泛应
用于 CDMA 和 GSM 数字蜂窝网络、拨号调制解调器、卫星、深空通信和
802.11 无线网络中解卷积码。现今也被常常用于语音识别、关键字识别、计
算语言学和生物信息学中。

0.2.3.2 评估问题 (Likelihood)
问题描述：给定一个模型 λ = (A, E, Π) 和一组观测序列

O = (o1, o2, · · · , oT )，求在模型 λ 条件下观测序列 O 的概率 P (O|λ)。
直接求法
在某一个长度为 T 的隐含状态序列 I = i1, i2, · · · , iT 的作用下得到观

测序列 O 的联合概率为 P (O, I|λ)，对所有可能导致 O 的状态序列的联合
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概率求和
∑

I P (O, I|λ)，即得 P (O|λ)。所以问题的关键是求 P (O, I|λ)。根
据条件概率公式有：

P (O, I|λ) = P (O|I, λ)P (I|λ)

= P (o1|i1)P (o2|i2) · · · P (oT |iT ) × P (i1|λ)P (i2|i1, λ) · · · P (iT |iT −1, λ)

= ei1(o1) · ei2(o2) · · · eiT
(oT ) × πiai1→i2 · · · aiT −1→iT

= πiei1(o1) · ai1→i2ei2(o2) · · · aiT −1→iT
eiT

(oT )

对所有可能的隐含状态序列 I 求
∑

I P (V, I|λ)，即得 P (V |λ)。但上述
直接求解的方法，需要计算的复杂度过高，事实上没有可操作性。

前向算法
定义：当第 t 个观测值的隐含状态为 qi 时，前面的观测值分别为

o1, o2, ..., ot 的概率，即：

αt(it) = P
(
(o1, o2, · · · , ot), it|λ

)
为前向概率。其中 it 表示 t 时刻的隐含状态。当第 t 个观测值就是最后一
个观测值 oT 时，

αT (iT ) = P
(
(o1, o2, · · · , oT ), iT |λ

)
就是观测值序列 O = (o1, o2, · · · , oT ) 与最后一个隐含状态为 iT 的联合概
率。因此对所有可能的 iT，求

∑N
i=1 αiT

(T )，得 P (O|λ)。

1. 当 t = 1 时，前向概率为

α1(i1) = πi · P (o1|i1) = πi · ei1(o1)

2. 当 t = 2 时，前向概率为

α2(i2) =
[ N∑

i=1
α1(i1) · ai1→i2

]
· ei2(o2)

3. 当 t = 3 时，前向概率为

α3(i3) =
[ N∑

i=1
α2(i2) · ai2→i3

]
· ei3(o3)

4. 以此类推，当 t = T 时，前向概率为

αT (iT ) =
[ N∑

i=1
αT −1(iT −1) · aiT −1→iT

]
· eiT

(oT )
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5. 最后对所有可能的终止状态 iT 求和

P (O|λ) =
N∑

i=1
αT (iT )

前向算法本质上也属于动态规划的算法，也就是要通过找到局部状态递
推的公式，这样一步步的从子问题的最优解拓展到整个问题的最优解。有前
向概率，自然就有后向概率。

后向算法
定义：当第 t 个观测值的隐含状态为 qi 时，后面的观测值分别观测到

ot+1, ot+2, · · · , oT 的概率，即：

βt(it) = P
(
(ot+1, ot+2, · · · , or)|it, λ

)
为后向概率。

1. 当 t = T 时，由于 oT 后已无观测值，所以后向概率相当于必然事件
的概率，所以

βT (iT ) = P (Ω|iT , λ) = 1

2. 当 t = T − 1 时，后向概率为

βT −1(iT −1) =
N∑

i=1
P (oT |iT −1, λ)

=
N∑

i=1
aiT −1→iT

· eiT
(oT )

3. 当 t = T − 2 时，后向概率为

βT −2(iT −2) = P
(
(oT −1, oT )|iT −2, λ

)
= P (iT −1|iT −2)P (oT −1|iT −1) ×

N∑
i=1

P (oT |iT −1, λ)

= aiT −2→iT −1 · eiT −1(oT −1) · βT −1(iT −1)

4. 以此类推，当 t = 2 时，后向概率为

β2(i2) = P
(
(o3, · · · , oT −1, oT )|i2, λ

)
= P (i3|i2)P (o3|i3) ×

N∑
i=1

P
(
(o4, · · · , oT −1, oT )|i3, λ

)
= ai2→i3 · ei3(o3) · β3(i3)
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5. 当 t = 1 时，后向概率为

β1(i1) = P
(
(o2, o3, · · · , oT −1, oT )|i1, λ

)
= P (i2|i1)P (o2|i2) ×

N∑
i=1

P
(
(o3, · · · , oT −1, oT )|i2, λ

)
= ai1→i2 · ei2(o2) · β2(i2)

6. 当 t = 0 时，后向概率为

β(0) = P
(
(o1, o2, · · · , oT −1, oT )|λ

)
= P (i1|λ)P (o1|i1) ×

N∑
i=1

P
(
(o2, · · · , oT −1, oT )|i1, λ

)
= πi · ei1(o1) · β1(i1)

7. 最后对所有可能的起始状态 i1 求和

P (O|λ) =
N∑

i=1
πi · ei1(o1) · β1(i1)

前向后向算法

图 2: 前向概率与后向概率的关系

后向概率的动态规划递推公式和前向概率是相反的。且存在如下关系

P (O, it|λ) = P (O|it, λ) · P (it|λ)

= P
(
(o1, o2, · · · , ot, ot+1, · · · , oT )|it, λ) · P (it|λ

)
= P

(
(o1, o2, · · · , ot)|it, λ

)
· P

(
(ot+1, · · · , oT )|(o1, o2, · · · , ot), it, λ) · P (it|λ

)
= P

(
(o1, o2, · · · , ot), it|λ

)
· P

(
(ot+1, · · · , oT )|it, λ)

= αt(it) · βt(it)
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所以对所有导致第 t 个观测值的隐含状态，求和得

N∑
i=1

P (V, it|λ) = P (V |λ) =
N∑

i=1
αt(it) · βt(it)

再回过来看前向算法的结果 P (V |λ) =
∑N

i=1 αT (iT )，以及后向算法的结果
P (V |λ) =

∑N
i=1 πi · ei1(o1) · β1(i1)，前向算法相当于从前至后 1 → T 递归

求值，而后向算法相当于从后至前 T → 1 递归求值。而上式中，相当于将
序列从 t 点分割，1 → t 利用前向概率计算，而 t + 1 → T 利用后向概率计
算，然后取乘积得全序列，当导致第 t 个观测值的隐含状态为 it 时的概率，
最终对所有可能的 it 求和即得 P (V |λ)。此算法即前向后向算法。

0.2.3.3 学习问题 (Learning)
问题描述：通过观测序列 O = (o1, o2, · · · , oT )，估计模型 λ = (A, E, Π)

的参数，使在该模型下观测序列的概率 P (O|λ) 最大。
有监督学习
HMM 模型参数求解根据已知的条件可以分为两种情况。第一种情况较

为简单，就是已知 l 个长度为 T 的观测序列 O 和对应的隐藏状态序列 I，
即 {(O1, I1), (O2, I2), · · · , (Ol, Il)} 是已知的，此时可以用最大似然估计来求
解模型参数。

假设样本从隐含状态 qi 转移到 qj 的频率计数是 Aij，那么状态转移概
率矩阵为：

A = [aqi→qj
= Aij∑N

s=1 Ais

]N×N

假设样本隐含状态为 qi 到观测值 vk 的频率计数是 Bik，那么观测概率
矩阵为：

E = [eqi
(vk) = Bik∑M

l=1 Bil

]N×M

假设所有样本中初始隐含状态为 qi 的频率计数为 Cqi
，那么初始概率

分布为：

Π =
(

Cq1∑N
s=1 Cqs

, · · · ,
Cqi∑N

s=1 Cqs

, · · · ,
CqN∑N
s=1 Cqs

)
可见这种情况下求解模型还是很简单的。但是在很多时候，我们无法得到
HMM 样本观察序列对应的隐藏序列，仅仅 {O1, O2, · · · , Ol} 是已知的。这
种情形的解法中最常用的是鲍姆-韦尔奇算法。

有监督学习——鲍姆-韦尔奇 (Baum-Welch) 算法
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假设有 m 个独立的观测序列 {O1, O2, · · · , Om}，在模型 λ 的下，有对
数似然函数

L(λ) =
m∑

i=1
ln P (Oi|λ) =

m∑
i=1

ln
∑

I

P (Oi, I|λ)

由于隐含状态 I 未知，所以无法进行最大似然估计。对 L(λ) 做如下处
理

L(λ) =
m∑

i=1
ln

∑
I

P (Oi, I|λ)

= ln
∑

I

P (O, I|λ)

将 P (I|O, λ) 引入上式得

L(λ) = ln
∑

I

P (I|O, λ)P (O, I|λ)
P (I|O, λ)

根据 Jensen 不等式

ln
∑

i

λiyi ≥
∑

i

λi ln yi (λi ≥ 0,
∑

i

λi = 1)

得到其下界

L(λ) ≥
∑

I

P (I|O, λ) ln P (O, I|λ)
P (I|O, λ)

对 L(λ) 求极值，可转变为对上述不等式中的下界求极值，因为随着下
界的提高，L(λ) 会被逼至非常小的范围，直至收敛于其极值。同时，因为下
界表达式中对数函数里已经没有求和项，对参数求导并令导数为 0 时一般
可以得到公式解。

但是 L(λ) 的下界表达式中有两个的 λ(对数符号外和分数分母上的可
视为同一个)。所以寻找 λ 使 L(λ) 的下界最大时，需要固定其中一个，显
然固定 P (I|O, λ) 中的 λ 最合适，因为当给定一个参数 λ 时，P (I|O, λ) 为
常数 (可通过解码问题求解)，所以下界表达式可改写为

∑
I

P (I|O, λ) ln P (O, I|λ)
P (I|O, λ)

由于对似然函数求极值时，常数部分是对结果没有影响。所以在给定一
个参数 λ 时，P (O|λ) 是一个常数 (可通过评估问题求解)，引入下界表达式
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得 ∑
I

P (I|O, λ) · P (O|λ) ln P (O, I|λ)
P (I|O, λ)

同理也可将 P (I|O, λ) 作常数处理，并根据条件概率公式得∑
I

P (O, I|λ) ln P (O, I|λ)

上式可视为含有两个自变量 λ, λ 的函数

Q(λ, λ) =
∑

I

P (O, I|λ) ln P (O, I|λ)

将上式中对数符号内外的概率都变成 P (O, I|λ) 的形式，是因为该表达式的
结果已在评估问题中解决，即

P (O, I|λ) = πiei1(o1) · ai1→i2ei2(o2) · · · aiT −1→iT
eiT

(oT ),

同时转变后，函数 Q 中将不再含有未知量 I，而仅与模型参数 λ = (A, E, Π)
有关。所以从一个随机参数 λ1 开始，代入上述不等式，然后对函数 Q 中
P (O, I|λ) 部分的 λ 求最大似然估计 λ2，借以在第二次估计中，替换 λ1，依
次迭代下去，逐步提高下限函数的值，直至收敛。这就是鲍姆-韦尔奇算法
的基本思想。

将 P (V, Q|λ) 代入不等式得

Q(λ, λ) =
∑

I

P (O, I|λ) ln
(

πiei1(o1) · ai1→i2ei2(o2) · · · aiT −1→iT
eiT

(oT )
)

=
∑

I

P (O, I|λ)
(

ln πi +
T −1∑
t=1

ln ait→it+1 +
T∑

t=1
ln eit

(ot)
)

=
∑

I

P (O, I|λ) ln πi +
∑

I

P (O, I|λ)
T −1∑
t=1

ln ait→it+1 +
∑

I

P (O, I|λ)
T∑

t=1
ln eit

(ot)

接下来分别对 π, a, e 求偏导，每次都只留下与相应参数有关的项。

1. 求 π

上式第一项可改写为

∑
I

P (O, I|λ) ln πi =
N∑

j=1
P (O, i1 = qj |λ) ln πj
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由于 πj 还满足
∑N

j=1 πj = 1，因此根据拉格朗日乘子法，得到拉格朗
日函数：

N∑
j=1

P (O, i1 = qj |λ) ln πj + γ

( N∑
j=1

πj − 1
)

对拉格朗日函数求偏导并令结果为 0

∂

∂πj

[ N∑
j=1

P (O, i1 = qj |λ) ln πj + γ

( N∑
j=1

πj − 1
)]

= 0

得
P (O, i1 = qj |λ) + γπj = 0

对 j 求和得

N∑
j=1

P (O, i1 = qj |λ) + γ
N∑

j=1
πj = 0

γ
N∑

j=1
πqj

= −
N∑

j=1
P (O, i1 = qj |λ)

γ = −P (O|λ)

再将 γ 代回上式，得

πj = P (O, i1 = qj |λ)
P (O|λ)

2. 求 a

第二项可改写为

∑
I

P (O, I|λ)
T −1∑
t=1

ln ait→it+1 =
N∑
j

N∑
k

P (O, it = qj , it+1 = qk|λ)
T −1∑
t=1

ln ait→it+1

与求 π 时类似，利用约束条件
∑N

i=1 ait→it+1 = 1 的拉格朗日乘子法，求得

aqj→qk
=

∑T −1
t=1 P (O, it = qj , it+1 = qk|λ)∑T −1

t=1 P (O, it = qj |λ)

3. 求 e

第三项可改写为

∑
I

P (O, I|λ)
T∑

t=1
ln eit

(ot) =
N∑

j=1

M∑
k=1

P (O, it = qj , ot = vk|λ)
T∑

t=1
ln eit

(ot)
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同样利用约束条件为
∑M

t=1 eqi
(ot) = 1 的拉格朗日乘子法，求得

eqj
(vk) =

∑T
t=1 P (O, it = qj , ot = vk|λ)∑T

t=1 P (O, it = qj |λ)

在评估问题中，利用前向后向算法，可得在 t 位置上的状态为 qi 的概
率为

γt(qi) = P (it = qi|O, λ)

= P (it = qi, O|λ)
P (O|λ)

= αt(it) · βt(it)∑N
i=1 αt(it) · βt(it)

而在 t 位置上的状态为 qi，在 t + 1 位置上的状态为 qj 的概率为

ξt(qi, qj) = P (it = qi, it+1 = qj |O, λ)

= P (it = qi, it+1 = qj , O|λ)
P (O|λ)

=
αt(it) · ait→it+1eit+1(ot+1) · βt+1(it+1)∑N

i=1 αt(it) · ait→it+1eit+1(ot+1) · βt+1(it+1)

利用 γt(qi) 和 ξt(qi, qj)，可得 π, a, e 的求解公式

πi = γ1(qi)

aqi→qj
=

∑T
t=1 ξt(qi, qj)∑T

t=1 γt(qi)

eqi
(vk) =

∑T
t=1,vt=vk

γt(qi)∑T
t=1 γt(qi)

完成一次参数估计后，将新的 λ 估计带回函数 Q，进行下一轮最大似
然参数估计，直至参数取值收敛。

鲍姆-韦尔奇算法，本质上也就是就是最大期望 (Expectation-
Maximization, EM) 算法，是一类通过迭代进行极大似然估计的优化
算法，通常作为牛顿迭代法 (Newton-Raphson method) 的替代用于对包含
隐变量或缺失数据的概率模型进行参数估计。
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0.3 马尔可夫链的应用实例

0.3.1 CpG 岛预测

CpG 双核苷酸在人类基因组中的分布很不均一，而在基因组的某些区
段，CpG 保持或高于正常概率。CpG 岛主要位于基因的启动子（promotor）
和第一外显子区域，约有 60% 以上基因的启动子含有 CpG 岛。CpG 岛的
GC 含量大于 50%，长度 500~1000bp。许多基因，尤其是管家基因的启动子
区，其中通常存在一些富含双核苷酸 “CG” 的区域，称为 “CpG 岛”（CpG
island）。研究碱基 G 和 C 在整个基因组内的含量和分布有十分重要的意
义。例如在人类基因组内，GC 的含量大约为 40%；这些 GC 并不是平均分
布在基因组内，在某些 DNA 片段上其含量可高达 60% 以上，而在另一些
区域则只有 33% 左右。这种 GC 含量的差别，在基因表达的调控和基因突
变上都可能扮演着重要的角色。

图 3: DNA 的马尔可夫链

双核苷酸在序列构成上是重要的，因此需要一个模型在生成序列时一个
碱基的概率依赖于前一个碱基，就像经典的一阶马尔可夫模型所规定的那
样。在图3所示的模型中，每个箭头都与一个状态转移概率相关联，决定了
一个碱基跟随另一个碱基的概率，用 ast 表示为

ast = P (xi = t|xi−1 = s)

连续使用该概率公式，一条长度为 L 的序列的概率可表示为

P (x) = P (xL, xL−1, · · · , x1)

= P (xL|xL−1, · · · , x1)P (xL−1|xL−2, · · · , x1) · · · P (x1)

根据一阶马尔可夫链的关键性质：当前状态 (字符) 的概率仅依赖于前一个
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状态 (字符) 的概率。所以 P (xL|xL−1, · · · , x1) = P (xL|xL−1)，于是

P (x) = P (xL|xL−1)P (xL−1|xL−2) · · · P (x2|x1)P (x1)

= P (x1)
L∏

i=2
axi−1xi

以上方程可用于计算任意马尔可夫链生成的特定序列的概率。注意观察上
式，我们会发现序列的起始字符的概率形式上独立于概率链之外。为了让模
型更贴合 DNA 序列的直观，可以在模型中加入一个额外的状态对应于序列
的起始 (并非第一个字符)，类似地，也可以独立地为序列结尾建模。至此，
DNA 序列的马尔可夫模型可以图4来表示，在该模型中起始和结尾都是沉默
状态，因此在转移概率矩阵中无需添加专门的行和列以对应起始和结尾 (即
增加 ATCG 之外的字符)。

图 4: 起始与结尾独立建模的 DNA 马尔可夫链模型

回到 CpG 岛的问题上，根据 DNA 序列的马尔可夫模型，我们可以利
用已知的 CpG 岛序列，对转移概率矩阵中的各项参数作出估计。同理，我
们也可以对非 CpG 岛序列，估计转移概率矩阵中的各项参数。下图是来自
一组人类 DNA 序列中提取的共 48 个推测的 CpG 岛序列，建立的两个马
尔可夫链模型，一个针对 CpG 岛 (“+” 模型)，一个针对非 CpG 岛 (“-” 模
型)。

图 5: CpG 岛与非 CpG 岛马尔可夫链的转移概率矩阵
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其中转移概率的 (最大似然) 估计公式为

a+
st = c+

st∑
N=A,T,C,G c+

sN

其中 c+
st 表示在 CpG 岛区域内碱基 t 尾随碱基 s 的次数。在转移概率矩阵

中，每一行的和为 1，因为某一碱基之后出现任意碱基是必然事件；特别地，
该矩阵是非对称的，两个矩阵中 C 之后出现 G 的概率都低于 G 之后出现
C。

用马尔可夫模型来判断一条 DNA 序列是否属于 CpG 岛，我们可以利
用似然比检验。为方便计算，似然比作对数处理，得对数似然比

S(x) = log P (x|model +)
P (x|model −)

=
L∑

i=1
log

a+
xi−1xi

a−
xi−1xi

那么对所有 CpG 岛区域和非 CpG 岛区域计算对数似然比，再经长度
归一化后，可以得到图6所示的直方图 (取 2 为底的对数后，单位称为比特)，
其中灰色表示非 CpG 岛区域，深灰色表示 CpG 岛区域。进而，对于一条
待分析的序列，可根据 CpG 岛区域对数似然比的分布，进行假设检验，以
判断是否属于 CpG 岛区域。其中需要特别注意的是，判断错误的情形可能
与不充分或不正确的模型有关，也可能有训练数据的错误标注有关。例如当
前数据中就有一个标记为 CpG 岛区域，但其对数似然比值却在非 CpG 岛
区域的分布范围的最左侧，显然需要重新审视该条序列的标注结果。

图 6: 长度归一后所有序列对数似然比的直方图

那么如何从一条长序列中找到其中隐藏的 CpG 岛区域呢？我们可以
将长序列从起始位置开始分割成预设长度的 (如 100bp) 子序列，利用上述
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马尔可夫模型计算子序列的对数似然比；向后移动一个步长 (如 10bp)，再
计算新子序列的对数似然比；依次计算所有子序列的对数似然比，理论上
CpG 岛区域的对数似然比将取正值 (图6)。这样就可以将 CpG 岛区域从长
序列中检出，但是这种方法难以对 CpG 岛区域的边界进行确定。为解决这
一问题，就需要借助隐马尔可夫模型 (HMM)。

根据 HMM 模型的定义，我们可将 DNA 序列的不同碱基作为观测状
态，将 CpG 岛区域和非 CpG 岛区域作为两种隐含状态 (+ 和 −)。隐含状
态依状态转移概率矩阵相互转换，公式依观测概率矩阵发射不同的观测状态
(即 A、T、C、G 四种碱基)。因此，识别一条长序列中的 CpG 岛区域问题
就转变成了 HMM 模型中的解码问题，可以通过 Viterbi 算法解决。

0.3.2 启动子识别

0.3.3 基因预测

利用 HMM 模型对 DNA 序列的隐含状态进行建模，是一种普遍适用
的方法。模型的结构因需要解决的问题而异，CpG 岛的预测中，隐含状态有
两个分别对应 CpG 岛和非 CpG 岛。如果这两种隐含状态理解为基因编码
区和非基因编码区，即得对基因预测问题的最简单的一种 HMM 模型 (most
simple gene predictor, MSGP)。类似的利用 Viterbi 算法进行解码。

但是基因预测问题显然要比 CpG 岛的预测要复杂，特别是针对真核生
物的基因预测问题。因此对应的 HMM 模型结构也要复杂的多，其隐含状
态至少有三种。

图 7: 真核生物基因预测的 HMM 模型
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