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0.1 基本概念

1822 年 2 月 16 日，F. 高尔顿出生于英国伯明翰。父亲塞缪尔·德丢·高
尔顿是位银行家。外祖父伊拉斯谟斯·达尔文是一位诗人、医生、进化论理
论家。1859 年高尔顿的表兄 C.R. 达尔文出版的《物种起源》引起了他对人
类遗传的兴趣。他的科学兴趣很快转移到与生命有关的领域。他把达尔文关
于围绕着群的平均值的偶发变异原理应用于人类研究，开拓了以个体差异为
主题的实验心理学的新领域，并于 1869 年发表了专著《遗传的天才》。1883
年他出版了专著《人类才能及其发展的研究》，书中概述了自由联想和关于
心理意象的问卷调查两项实验心理学上划时代的研究方法和成果。在这本
书中，高尔顿还第一次提出了一个以人类的自觉选择来代替自然选择的社会
计划，为此他还创造了 “优生学”（Eugenics）这个词。从 1884 年起，高尔
顿先是在国际卫生博览会、后是在南肯新顿博物馆开设了一个人类学测量
室。在那里人们可以测量出自己的身高、体重、握力等多种生理指标。在六
年时间里，该实验室共收集了 9337 位男女的详细资料，为人类个体差异研
究提供了大量数据。1888 年，他开始对指纹研究产生兴趣，并于 1892 年在
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图 1: 弗朗西斯·高尔顿 (Francis Galton 1822-1911)

其专著《指纹学》中提出了指纹分类法。他的指纹编码法被苏格兰场使用采
用，作为伯特隆测量系统的补充手段来建立犯人档案。

1886 年左右高尔顿观察了 1074 对父母其其一成年儿子的身高，以父母
的平均身高 X 作自变量，孩子的身高 Y 作因变量，并将 (X, Y ) 值标记在
直角坐标系上，发现二者的关系近乎一条直线。总的趋势是 Y 随 X 的增加
而增加，这并不让人觉得意外。然而随着高尔顿对所得数据进行深入分析，
发现了某种有趣的现象。高尔顿计算出 1074 个 X 的算数均值为 68 英寸，
而 Y 的均值为 69 英寸，子代升高正体上增加了 1 英寸。但是当高尔顿分
段来观察数据后发现，当父母身高均值为 72 英寸时，子代均值只有 71 英
寸，而当父母身高均值为 64 英寸时，子代均值只有 67 英寸。

他解释道：大自然有一种约束机制，使使人类身高分布保持某种稳定形
态而不作两极分化。高尔顿引入 “回归” 一词来描述这一现象。

“回归” 虽源于此，但作为变量关系统计分析之 “回归”，其意义却与高
尔顿的 “回归” 有明显的不同。

回归分析着重寻求变量之间近似的函数关系。
实际问题中存在着大量相互之间具有某种联系的变量，如身高与体重、

降水量与作物产量等。当考量两个随机变量关系时，常冠以自变量 X 与因
变量 Y 之名，虽然它们并无明显的因果关系。同时，现实的复杂性决定了，
自变量并不能严格决定因变量。因为除了抽象为自变量的因素之外，还存在
对自变量同样有影响，而不能对其进行分析研究的因素。

设在一个问题中有因变量 Y，及自变量 X1, · · · , Xn。理论上 Y 的值由
两部分构成：一部分来自 X1, · · · , Xn 的影响，这一部分常表示为自变量的
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图 2: 查尔斯·罗伯特·达尔文 (Charles Robert Darwin 1809-1882)

函数 f(X1, · · · , Xn)；另一部分则有其它众多未及考虑的因素，包括随机因
素的影响，常记为 ε。于是有模型

Y = f(X1, · · · , Xn) + ε

同时，要求 E(ε) = 0。模型中函数 f(X1, · · · , Xn) 称为 Y 对 X1, · · · , Xn 的
理论回归函数，方程 y = f(x1, · · · , xn) 称为理论回归方程。

在实际问题中，理论回归函数一般总是未知的，回归分析的任务就在于
根据 X1, · · · , Xn 和 Y 的观测值，去估计这个函数，以及讨论与此有关的种
种统计推断问题，包括假设检验和区间估计。通过数据对回归函数或方程中
的参数进行估计，得到的称为经验回归函数和经验回归方程。回归分析的方
法基本上取决于模型中的假定，即对回归函数 f 和随机误差 ε 的假定。

对于回归函数 f，一种情况是对 f 的数学形式无特殊的假定，称为非参
数回归。另一种较为常见的情况，是假定 f 的数学形式是已知的，只是其中
若干参数未知，称为参数回归。在诸多关于 f 的数学形式中，无论应用上的
重要程度还是理论上发展的完善程度，当属线性函数的最高。

f(x1, · · · , xn) = b0 + b1x1 + · · · + bnxn

上式即为典型的 “线性回归” 方程。与线性回归函数相对应的是一大类统称
为非线性回归函数。

对于随机误差 ε，除假定 E(ε) = 0，ε 的方差 σ2 是回归模型中的一个
重要参数，因为 σ2 = E(ε2) = E[Y − f(X1, · · · , Xn)]2，σ2 越小，说明用
f(X1, · · · , Xn) 逼近 Y 而产生的均方误差越小，回归的效果也就越好。随机
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误差 ε 的方差 σ2 取决于两方面因素：1. 对 Y 有重要影响的因素是否都通
过自变量表达出来了。2. 回归函数的形式是否准确。在实际的回归分析中，
常假定 ε 服从正态分布。如果没有这个假定，就需要使用大样本方法。

回归分析的实际应用价值是显而易见的。从应用的角度，其价值体现在
以下四个方面：

• 对数据进行描述性地总结；
• 估计回归函数；
• 对数据的趋势进行预测；
• 对数据进行控制。

0.2 一元线性回归

回归函数为线性函数的情形，包括能转化为线性函数的，称为线性回归。
线性回归中只包含一个自变量 X 的情形，称为一元线性回归。其模型

表达式为
Y = b0 + b1X + ε

其中 b0, b1 为未知参数，b0 称为常数项或截距，b1 称为回归系数，ε 为随机
误差，且 E(ε) = 0, 0 < V ar(ε) = σ2 < ∞，误差方差 σ2 未知。对这一对
变量关系的追踪观察，得样本 (X1, Y1), (X2, Y2), · · · , (Xn, Yn)，且根据假定
的线性模型关系有方程

Yi = b0 + b1Xi + εi (i = 1, · · · , n)

这里 εi 是第 i 此观察时随机误差的值，它是不能观察的 (如能观察，就可以
归纳为一自变量了)。由于每次观察是独立的，所以随机误差 ε1, · · · , εn 也
是独立同分布的，且均值方差符合上面所提到的条件。上述方程联合随机误
差的分布要求，称为一元线性回归模型。

自变量与因变量的算数均值分别记作 X 和 Y，借此改写回归模型为

Yi = β0 + β1(Xi − X) + εi (i = 1, · · · , n)

与原形的关系是
β1 = b1, β0 = b0 + b1X

这种改写又称为 “中心化”，因为因子 Xi − X, (i = 1, · · · , n) 求和后为 0。
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0.2.1 参数估计

0.2.1.1 最小二乘法
如果用 β̂0, β̂1 去分别估计参数 β0, β1。则回归函数的因变量 Yi 则可以

用 β̂0 + β̂1(Xi − X) 来估计，记作 Ŷi。那么理论估计值 Ŷi 与实际观测值 Yi

之间就有了偏离值 Yi − Ŷi。衡量偏离大小的一个合理的单一指标为它们的
平方和，这和方差有类似的考虑，即通过平方去掉符号的影响。因此有

Q(β̂0, β̂1) =
n∑

i=1
(Yi − Ŷi)2 =

n∑
i=1

[Yi − β̂0 − β̂1(Xi − X)]2

作为衡量偏离大小的表达式。对参数进行估计的目标是使偏离大小达到最
小，所以利用多元函数求极值的方法，就需要对方程组：


∂Q

∂β̂0
= −2

n∑
i=1

[Yi − β̂0 − β̂1(Xi − X)] = 0

∂Q

∂β̂1
= −2

n∑
i=1

(Xi − X)[Yi − β̂0 − β̂1(Xi − X)] = 0

求解得：
β̂0 = Y

β̂1 =
∑n

i=1(Xi − X)(Yi − Y )∑n
i=1(Xi − X)2

=
∑n

i=1(Xi − X)Yi∑n
i=1(Xi − X)2

是偏差最小的估计方法，称为最小二乘法。这个重要的方法一般归功于
德国大数学家高斯在 1799-1809 年间的工作。最小二乘估计有如下良好的性
质：

• β̂0, β̂1 分别是 β0, β1 的无偏估计
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由 Yi = β0 + β1(Xi − X) + εi 知 E(Yi) = β0 + β1(Xi − X)

E(β̂0) = E(Y )

= E(E(Yi))

= 1
n

n∑
i=1

E(Yi)

= 1
n

n∑
i=1

[β0 + β1(Xi − X)]

= 1
n

n∑
i=1

β0 + 1
n

n∑
i=1

β1(Xi − X)

= β0

E(β̂1) = E

(∑n
i=1(Xi − X)Yi∑n
i=1(Xi − X)2

)
=

∑n
i=1(Xi − X)E(Yi)∑n

i=1(Xi − X)2

=
∑n

i=1(Xi − X)[β0 + β1(Xi − X)]∑n
i=1(Xi − X)2

=
∑n

i=1[(Xi − X)β0 + β1(Xi − X)2]∑n
i=1(Xi − X)2

=
∑n

i=1(Xi − X)β0 +
∑n

i=1 β1(Xi − X)2∑n
i=1(Xi − X)2

= β1

• β̂0, β̂1 的方差分别为
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V ar(β̂0) = V ar(Y )

= V ar(
∑n

i=1 Yi

n
)

= 1
n2

n∑
i=1

V ar(Yi)

= nσ2

n2

= σ2

n

V ar(β̂1) = V ar

(∑n
i=1(Xi − X)Yi∑n
i=1(Xi − X)2

)
= V ar

( n∑
i=1

(Xi − X)∑n
i=1(Xi − X)2

Yi

)

=
n∑

i=1

(
Xi − X∑n

i=1(Xi − X)2

)2

V ar(Yi)

=
∑n

i=1(Xi − X)2

[
∑n

i=1(Xi − X)2]2
V ar(Yi)

= σ2∑n
i=1(Xi − X)2

• β̂0, β̂1 是 Y 的线性函数

• β̂0, β̂1 的的协方差为 0
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Cov(β̂0, β̂1) = E(β̂0 − Eβ̂0)(β̂1 − Eβ̂1)

= E

(∑n
j=1 Yj

n
− E(Yj)

)(∑n
i=1(Xi − X)Yi∑n
i=1(Xi − X)2

−
∑n

i=1(Xi − X)E(Yi)∑n
i=1(Xi − X)2

)
= E

(∑n
j=1 Yj − nE(Yj)

n

)(∑n
i=1(Xi − X)[Yi − E(Yi)]∑n

i=1(Xi − X)2

)
= E

(∑n
j=1[Yj − E(Yj)]

n

)(∑n
i=1(Xi − X)[Yi − β0 + β1(Xi − X)]∑n

j=1(Xj − X)2

)

= E

(∑n
j=1[Yj − β0 + β1(Xj − X)]

n

)(∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

)
= E

(∑n
j=1 εj

n

)(∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

)
= E

(∑n
j=1 εj

n
·

∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

)
= 1

n
∑n

i=1(Xi − X)2
E

( n∑
j=1

εj

n∑
i=1

(Xi − X)εi

)

= 1
n

∑n
i=1(Xi − X)2

E

(
· · · + (Xi − X)εiεj + · · ·︸ ︷︷ ︸

i ̸=j

+ (Xi − X)ε2
i︸ ︷︷ ︸

i=j

)

= 1
n

∑n
i=1(Xi − X)2

E

(
· · · + (Xi − X)εiεj + · · ·︸ ︷︷ ︸

i ̸=j

+
n∑

i=1
(Xi − X)ε2

i

)

= 1
n

∑n
i=1(Xi − X)2

n∑
i=1

(Xi − X)E(ε2
i )

= 0

β̂0, β̂1 不相关，凸显了 “中心化” 的好处。此外不相关并不意味着它们
独立。但是如果 ε 服从正态分布，则 Y 也服从正态分布，β̂0, β̂1 作为 Y 的
线性函数，也服从正态分布。因此在这种情况下可推出它们独立。

将 β̂0, β̂1 代入愿参数的变换函数，可得 b̂0 = β̂0 − b̂1X = Y − b̂1X, b̂1 =
β̂1

一元线性回归模型中除了 β0, β1 还有一个重要的参数，即随机误差的
方差 σ2。对 σ2 的估计，需要借助一个新的概念——残差。因变量 Y 观测
值与模型预测值 Ŷ 之差

δi = Yi − Ŷi(i = 1, · · · , n)
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称为残差。当模型正确时，残差反映的就是预测的精度，与随机误差的大小，
即误差方差的大小有关。因此残差可以提供一个 σ2 的估计。

δi = Yi − Ŷi

= β0 + β1(Xi − X) + εi − β̂0 − β̂1(Xi − X)

= β0 − β̂0 + (Xi − X)(β1 − β̂1) + εi

= β0 − Y + (Xi − X)(β1 − β̂1) + εi

= β0 − 1
n

n∑
i=1

[β0 + β1(Xi − X) + εi] + (Xi − X)(β1 − β̂1) + εi

= β0 − 1
n

n∑
i=1

β0 − 1
n

n∑
i=1

β1(Xi − X) − 1
n

n∑
i=1

εi + (Xi − X)(β1 − β̂1) + εi

= − 1
n

n∑
i=1

εi + (Xi − X)
(

β1 −
∑n

i=1(Xi − X)Yi∑n
i=1(Xi − X)2

)
+ εi

= −ε + (Xi − X)
(

β1 −
∑n

i=1(Xi − X)[β0 + β1(Xi − X) + εi]∑n
i=1(Xi − X)2

)
+ εi

= −ε + (Xi − X)
(

β1 −
∑n

i=1[(Xi − X)β0 + β1(Xi − X)2 + (Xi − X)εi]∑n
i=1(Xi − X)2

)
+ εi

= −ε + (Xi − X)
(

β1 −
∑n

i=1(Xi − X)β0 +
∑n

i=1 β1(Xi − X)2 +
∑n

i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

)
+ εi

= −ε + (Xi − X)(−
∑n

i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

) + εi

等式取平方，得

δ2
i =

[
εi − ε − (Xi − X)

∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

]2

δ2
i = (εi − ε)2 +

[
(Xi − X)

∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

]2

− 2(εi − ε)(Xi − X)
∑n

i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2
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对 i = 1, · · · , n 求和，得

n∑
i=1

δ2
i =

n∑
i=1

(εi − ε)2 +
n∑

i=1

[
(Xi − X)

∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

]2

− 2
n∑

i=1
(εi − ε)(Xi − X)

∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

n∑
i=1

δ2
i =

n∑
i=1

(εi − ε)2 +
n∑

i=1

[
(Xi − X)

∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

]2

− 2[
n∑

i=1
εi(Xi − X) −

n∑
i=1

ε(Xi − X)]
∑n

i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

n∑
i=1

δ2
i =

n∑
i=1

(εi − ε)2 +
n∑

i=1

(Xi − X)2[
∑n

i=1(Xi − X)εi]2

[
∑n

i=1(Xi − X)2]2

− 2
n∑

i=1
εi(Xi − X)

∑n
i=1(Xi − X)εi∑n
i=1(Xi − X)2

n∑
i=1

δ2
i =

n∑
i=1

(εi − ε)2 + [
∑n

i=1(Xi − X)εi]2∑n
i=1(Xi − X)2

− 2[
∑n

i=1(Xi − X)εi]2∑n
i=1(Xi − X)2

n∑
i=1

δ2
i =

n∑
i=1

(εi − ε)2 − [
∑n

i=1(Xi − X)εi]2∑n
i=1(Xi − X)2
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求期望，得

E(
n∑

i=1
δ2

i ) = E

( n∑
i=1

(εi − ε)2
)

− E

( [
∑n

i=1(Xi − X)εi]2∑n
i=1(Xi − X)2

)

E(
n∑

i=1
δ2

i ) = E

(
(n − 1)

∑n
i=1(εi − ε)2

n − 1

)
− E

( [
∑n

i=1(Xi − X)εi]2∑n
i=1(Xi − X)2

)

E(
n∑

i=1
δ2

i ) = (n − 1)σ2 −
E

(
[
∑n

i=1(Xi − X)εi]2
)

∑n
i=1(Xi − X)2

E(
n∑

i=1
δ2

i ) = (n − 1)σ2 − V ar[
∑n

i=1(Xi − X)εi] + [E(
∑n

i=1(Xi − X)εi)]2∑n
i=1(Xi − X)2

E(
n∑

i=1
δ2

i ) = (n − 1)σ2 −
∑n

i=1(Xi − X)V ar(εi)∑n
i=1(Xi − X)2

E(
n∑

i=1
δ2

i ) = (n − 1)σ2 −
∑n

i=1(Xi − X)σ2∑n
i=1(Xi − X)2

E(
n∑

i=1
δ2

i ) = (n − 1)σ2 − σ2

E(
n∑

i=1
δ2

i ) = (n − 2)σ2

所以 σ̂2 =
∑n

i=1
δ2

n−2 是 σ2 得无偏估计。此处，自由度为 n − 2，比样本
量小 2。这是因为有两个自由度用于未知参数 β0, β1 得估计了。∑n

i=1 δ2 称为残差平方和，它有一个重要得性质，即当 ε 服从正态分布

N(0, σ2) 时，有
∑n

i=1
δ2

σ2 服从自由度为 n − 2 的 χ2 分布。

0.2.1.2 最大似然法

0.2.2 区间估计

0.2.2.1 回归系数的区间估计
将一元线性回归模型中关于随机误差 ε 的分布函数做进一步的假定，即

ε 服从正态分布 N(0, σ2)。
对于 β̂1，已知它是 Y 的线性函数，有均值 β1 和方差 σ2∑n

i=1
(Xi−X)2，因

此有
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β̂1 − β1√
σ2∑n

i=1
(Xi−X)2

∼ N(0, 1)

但是由于 σ2 未知，用估计 σ̂2 代替，则正态分布将变为 t 分布

β̂1 − β1√
σ̂2∑n

i=1
(Xi−X)2

∼ tn−2

这个结果就可以用来估计 β1 的置信区间，即

[β̂1 − σ̂√∑n
i=1(Xi − X)2

tn−2(α

2
), β̂1 + σ̂√∑n

i=1(Xi − X)2
tn−2(α

2
)]

类似地，对 β0 得置信区间

[β̂0 − σ̂√
n

tn−2(α

2
), β̂0 + σ̂√

n
tn−2(α

2
)]

0.2.2.2 回归函数的区间估计

0.2.3 显著性检验

0.2.3.1 回归系数的 t 检验
针对回归系数 β1，常见的检验问题是

H0 : β1 = 0, H1 : β1 ̸= 0

接受零假设，表明回归函数为一常数，即 β0，与 x 无关。也就是说所
选定的自变量 X 对因变量 Y 无影响。对于该问题，有检验函数

φ : 当|β̂1 − β1| ≤ C时接受H0,当|β̂1 − β1| > C时否定H0

其功效函数为
βφ(β1) = Pβ1(|β̂1 − β1| > C)

当用水平 α 来约束时，

βφ(β1) = Pβ1(|β̂1 − β1| > C) ≤ α
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相当于
Pθ(|β̂1 − β1| ≤ C) ≥ 1 − α

Pθ(| β̂1 − β1√
σ̂2∑n

i=1
(Xi−X)2

| ≤ C√
σ̂2∑n

i=1
(Xi−X)2

) ≥ 1 − α

T( C√
σ̂2∑n

i=1
(Xi−X)2

) − T(− C√
σ̂2∑n

i=1
(Xi−X)2

) ≥ 1 − α

2T( C√
σ̂2∑n

i=1
(Xi−X)2

) − 1 ≥ 1 − α

T( C√
σ̂2∑n

i=1
(Xi−X)2

) ≥ 1 − α

2

取等号时，得

C =
√

σ̂2∑n
i=1(Xi − X)2

· tn−2(α

2
)

所以

φ : 当|β̂1| ≤ σ̂√∑n
i=1(Xi − X)2

· tn−2(α

2
)时接受H0,否则否定H0

0.2.3.2 回归方程的 F 检验

0.2.3.3 相关系数的 t 检验

0.3 多元线性回归

线性回归中包含 p 个自变量 X1, · · · , Xp 的情形，称为多元线性回归。
因变量仍记作 Y，则模型的表达式为

Y = b0 + b1X1, + · · · + bpXp + ε

其中 b0 仍称为常数项或截距，bk 称为 Y 对 Xk 的回归系数，或偏回归系
数，ε 仍为随机误差。

现对 X1, · · · , Xp 和 Y 进行试验观察，第 i 次观察所得数据分别记为
X1i, · · · , Xpi 和 Yi，随机误差记为 εi，则得方程

Yi = b0 + b1X1i, + · · · + bpXpi + εi (i = 1, · · · , n).
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这里假定 ε1, · · · , εi 独立同分布，且 E(εi) = 0, 0 < V ar(εi) = σ2 < ∞，方
差 σ2 未知。

与一元线性回归模型一样，需要根据所得数据 X1i, · · · , Xpi 和 Yi，对
参数 b0, · · · , bp 和误差方差 σ2 进行估计，对因变量 Y 进行预测，以及有关
的假设检验问题。方法与概念上多元回归模型与一元回归模型无甚差别，但
在计算和理论方面，多元情形都要比一元情形复杂的多。

类似地，为方便计需要对每个自变量进行 “中心化”。第 k 个自变量 Xk

在 n 次试验中观察所得算数均值 Xk = (Xk1 + · · · + Xkn)/n，所以有

X∗
ki = Xki − Xk (i = 1, · · · , n; k = 1, · · · , p)

则多元回归方程可改写为

Yi = β0 + β1X∗
1i, + · · · + βpX∗

pi + εi (i = 1, · · · , n).

其中
βk = bk (k = 1, · · · , p); β0 = b0 + b1X1 + · · · + bpXp

数学上处理多元问题时，采用高等代数中的矩阵和向量的记号最为方
便。

0.3.1 参数估计

与一元的情形一样，参数 β0, · · · , βp 的估计分别计作 β̂0, · · · , β̂p，令

Q(β̂0, · · · , β̂p) =
n∑

i=1
(Yi − Ŷi)2 =

n∑
i=1

[Yi − β̂0 + β̂1X∗
1i, + · · · + β̂pX∗

pi]2.

要确定当上式达到最小时的 β̂0, · · · , β̂p 值。需要令



∂Q

∂β̂0
= −2

n∑
i=1

∂β̂0

∂β̂0
[Yi − β̂0 − β̂1X∗

1i, − · · · − β̂pX∗
pi] = 0

∂Q

∂β̂1
= −2

n∑
i=1

∂(β̂1X∗
1i)

∂β̂0
[Yi − β̂0 − β̂1X∗

1i, − · · · − β̂pX∗
pi] = 0

· · ·

∂Q

∂β̂p

= −2
n∑

i=1

∂(β̂pX∗
pi)

∂β̂0
[Yi − β̂0 − β̂1X ′

1i, − · · · − β̂pX∗
pi] = 0
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整理后，首先得

β̂0 =
∑n

i=1 Yi

n
= Y

然后有 

n∑
i=1

X∗
1i[(Yi − Y ) − (β̂1X∗

1i, + · · · + β̂pX∗
pi)] = 0

n∑
i=1

X∗
2i[(Yi − Y ) − (β̂1X∗

1i, + · · · + β̂pX∗
pi)] = 0

· · ·
n∑

i=1
X∗

pi[(Yi − Y ) − (β̂1X ′
1i, + · · · + β̂pX∗

pi)] = 0



n∑
i=1

X∗
1i(β̂1X∗

1i, + · · · + β̂pX∗
pi) =

n∑
i=1

X∗
1i(Yi − Y ) =

n∑
i=1

(X1i − X1)(Yi − Y ) =
n∑

i=1
X∗

1iYi

n∑
i=1

X∗
2i(β̂1X∗

1i, + · · · + β̂pX∗
pi) =

n∑
i=1

X∗
2i(Yi − Y ) =

n∑
i=1

(X2i − X2)(Yi − Y ) =
n∑

i=1
X∗

2iYi

· · ·
n∑

i=1
X∗

pi(β̂1X ′
1i, + · · · + β̂pX∗

pi) =
n∑

i=1
X∗

pi(Yi − Y ) =
n∑

i=1
(Xpi − Xp)(Yi − Y ) =

n∑
i=1

X∗
piYi

下面即可引入矩阵和向量

X =



X11 X12 · · · X1n

X21 X22 · · · X2n

...
... . . . ...

Xp1 Xp2 · · · Xpn


, Y =



Y1

Y2
...

Yn



L =



∑n
i=1 X1iX1i

∑n
i=1 X1iX2i · · ·

∑n
i=1 X1iXpi∑n

i=1 X2iX1i

∑n
i=1 X2iX2i · · ·

∑n
i=1 X2iXpi

...
... . . . ...∑n

i=1 XniX1i

∑n
i=1 XniX2i · · ·

∑n
i=1 XniXpi


, β̂ =



β̂1

β̂2
...

β̂p


将方程组变为

L · β̂ = X · Y
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所以
β̂ = L−1 · X · Y

其中 L−1 是 L 的逆矩阵。L−1 在回归分析中有很重要的地位。
误差方差 σ2 的估计，仍如一元的情形，先定义多元线性回归模型的残

差
δi = Yi − (β̂0 + β̂1X∗

1i, + · · · + β̂pX∗
pi) (i = 1, · · · , n)

可以证明残差平方和，可用于误差方差 σ2 的无偏估计，即

σ̂2 =
∑n

i=1 δ2
i

n − (p + 1)
当随机误差服从正态分布时，可以证明

n∑
i=1

δ2
i /σ2

服从自由度为 n − p − 1 的 χ2 分布，因为已经有 p + 1 自由度用于估计参
数 β0, β1, · · · , βp。

n∑
i=1

δ2
i =

n∑
i=1

(Yi − Y )2 −
(

β̂1

n∑
i=1

X1iYi + · · · + β̂p

n∑
i=1

XpiYi

)

上式右边括号内的各项，已在计算 β̂ 时得到。

0.3.2 区间估计

0.3.2.1 回归系数的区间估计

0.3.2.2 回归函数的区间估计

0.3.3 假设检验

0.4 广义线性回归

0.4.1 基本概念

广义线性回归，顾名思义是线性回归的推广。为理解广义线性模型究竟
在哪些方面进行了推广，首先需要再审视 (多元) 线性模型的两个重要假设：
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1. Y 服从正态，或接近正态分布；
2. E(Y ) = βT X。

线性模型要求随机误差 ε 服从正态分布 N(0, σ2)，由于 Y 与 X 存在线
性关系，所以 Y 也服从正态分布，或接近正态分布。此外，对 Y = β0+βT X+ε

求期望得 E(Y )，即模型预测值的期望。显然这两个重要假设的条件是苛刻
的，很多实际问题是达不到如此假设前提的。那么为使线性回归模型具有更
广泛的应用，就放松需要这两个假设条件限制：

1. Y 的分布属于指数分布族；

指数分布族实质上是对一类具有以下形式的概率密度函数或具有此类
密度函数的分布的总括。

f(y, θ) = h(y)eη(θ)T (y)−a(θ)

其中，θ 是分布的自然参数或典范参数，T (y) 叫做充分统计量，通常情况
下 T(y)=y；a(θ) 是对数分配函数，而 a, h, T 一般都是给定的，随着 θ 的
变化，会得到不同的分布。下面看两个具体的实例：

• 两点分布

已知 Bernoulli 两点分布 B(p)，p 为分布的均值，随着 p 的变化，可以
得到不同的伯努利分布。

f(y, p) = py(1 − p)1−y

= ey ln p · e(1−y) ln (1−p)

= exp
(

y ln p + (1 − y) ln (1 − p)
)

= exp
(

[ln( p

1 − p
)]y + ln (1 − p)

)
对应到指数分布族的标准形式，则有

h(y) = 1

T (y) = y

η(θ) = ln p

1 − p

a(θ) = − ln (1 − p)

= ln(1 + eη(θ))
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• 正态分布

已知高斯分布 N(µ, σ2)。其概率密度函数如下

f(y, µ, σ2) = 1√
2πσ

exp −(y − µ)2

2σ2

= 1√
2πσ

exp
(

− 1
2σ2 y2

)
· exp

(
µ

σ2 y − 1
2σ2 µ2

)
对应到指数分布族的标准形式，则有

h(y) = 1√
2πσ

exp
(

− 1
2σ2 y2

)
T (y) = y

η(θ) = µ

σ2

a(θ) = 1
2σ2 µ2

= 1
2

[η(θ)]2σ2

其他属于指数族分布族的分布还包括：多项式分布，用来对多元分类问
题进行建模；泊松分布，用来对计数过程进行建模，如网站的访客数量、商
店的顾客数量等；Gamma 分布和指数分布，用来对时间间隔进行建模，如
等车时间等；Beta 分布和 Dirichlet 分布，用于概率分布；Wishart 分布，用
于协方差矩阵分布。

显然线性模型中关于 Y 服从正态分布的假设，是包含在该推广条件的。
如此推广的意义在于使得广义线性模型可以处理离散型数据，特别是 (0, 1)
的分类数据。

2. g(E(Y )) = βT X，g 为一严格单调，充分光滑的已知函数。

函数 g，称为连接函数 (非线性的)。此时，因变量 Y 不再与自变量 X 发
生直接联系，存在线性关系的是 X 和 g(E(Y ))。进而有 E(Y ) = g−1(βT X)。
自变量 X 经线性变换后得 βT X，再经过函数 g−1 的转换才和自变量 Y 产
生联系。按照指数分布族的公式形式，连接函数g 即 η(θ)。广义线性模型中，
如 g−1 的简化如 y = x，同时限制 Y 服从正态分布，则模型将简化为线性
回归模型。
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图 3: 皮埃尔·弗朗索瓦·韦吕勒 (Pierre François Verhulst 1804-1849)

0.4.2 Logit 回归

如将 Y 的分布限定为 Bernoulli 两点分布，有均值 p，按照两点分布的
指数分布族形式，有

g(E(Y )) = g(p) = ln p

1 − p
= βT X

所以有
E(Y ) = 1

1 + e−βT X

形如 f(x) = 1
1+e−x 函数称为 Sigmoid 函数，或 Logistic 逻辑函数。最

早 Sigmoid 函数是皮埃尔·弗朗索瓦·韦吕勒在 1844 或 1845 年在研究它与
人口增长的关系时命名的。1838-1847 年间，P.F. 韦吕勒在 A. 凯特勒的指
导下，通过调整指数增长模型，将最早的 Sigmoid 函数引入到了用于人口增
长的数学模型研究中。Sigmoid 函数之所以叫 sigmoid，是因为函数的图像
很想一个字母 S。这个函数是一个很有意思的函数，从图像上我们可以观察
到一些直观的特性：函数的取值在 0-1 之间，且在 0.5 处为中心对称，并且
越靠近 x = 0 的取值斜率越大。

Sigmoid 函数和正态分布函数的积分形式的形状非常类似 (图5)。

0.4.3 柏松回归

如将 Y 的分布限定为柏松分布，有均值 λ。将柏松分布律改写为指数
分布族形式有
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图 4: 阿道夫·凯特勒 (Adolphe Quetelet 1796-1874)
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图 5: Sigmoid 函数与标准正态概率分布函数
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f(y, λ) = e−λ λy

y!

= 1
y2 e−λeln λy

= 1
y2 ey ln λ−λ

所以

h(y) = 1
y2

T (y) = y

η(θ) = ln λ

a(θ) = λ

= eη(θ)

所以

g(E(Y )) = g(λ) = ln λ = βT X

因此
E(Y ) = eβT X

0.4.4 多项回归

0.5 回归模型优化

0.5.1 回归诊断

0.5.2 逐步回归

0.6 非线性回归

0.6.1 可化线性回归的曲线回归

0.6.2 多项式回归

0.6.3 非线性模型
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